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УСТОЙЧИВОСТЬ ПРАВИЛЬНЫХ ВИХРЕВЫХ МНОГОУГОЛЬНИКОВ
В КОНДЕНСАТЕ БОЗЕ–ЭЙНШТЕЙНА
Рассматривается задача об устойчивости вращающихся правильных вихревых N -угольников (том-
соновских конфигурации) в конденсате Бозе–Эйнштейна в гармонической ловушке. Получена зави-
симость скорости вращения ω томсоновской конфигурации вокруг центра ловушки в зависимости
от количества вихрей N и радиуса конфигурации R. Выполнен анализ устойчивости движения таких
конфигураций в линейном приближении. Для N 6 6 построены области орбитальной устойчивости
конфигураций в пространстве параметров. Показано, что вихревые N -угольники для N > 6 при
любых параметрах системы неустойчивы.




Движение N точечных вихрей расположенных в вершинах правильного N -угольника
на плоскости впервые было рассмотрено в [16]. В своей работе Томсон установил, что такая
полигональная конфигурация (названная томсоновской) из N 6 6 вихрей устойчива в ли-
нейном приближении и предположил неустойчивость при N > 8. Для случая N = 7 Томсон
ошибочно установил, что возмущение вихревой конфигурации будет экспоненциально рас-
ти. Полный линейный анализ провел Хавелок [6] и показал неустойчивость N > 8. Анализ
устойчивости полигональной конфигурации вихрей в нелинейном приближении был прове-
ден например в [20]. В [10] показано что при N = 7 томсоновская конфигурация устойчива
в нелинейном приближений.
В дальнейшем исследование устойчивости таких правильных N -угольных вихревых
конфигурации получило развитие в разных постановках. Например, в работах [6,19] иссле-
дована линейная устойчивость томсоновских конфигурации в круговой области. Исследо-
вание нелинейной устойчивости правильной N -угольной конфигурации в круге было про-
ведено в [21]. Исследование устойчивости томсоновской конфигурации N вихрей на сфере
в линейном и нелинейном приближениях было проведено в [2,3,18]. В работе [4] выполнен
линейный анализ устойчивости томсоновских конфигураций с произвольным центральным
вихрем.
Все вышеописанные исследования проводились в рамках классической модели точеч-
ных вихрей в идеальной жидкости. Однако задача об устойчивости томсоновских конфи-
гурации рассматривалась в рамках разных моделей. Например в [9, 11] исследуется устой-
чивость полигональных конфигурации на плоскости в рамках геострофической модели,
т. е. для вихрей Бесселя. Также устойчивость полигональных вихревых конфигураций рас-
сматривалась в модели двухжидкостной плазмы [8]. Недавно была построена модель опи-
сывающая движение вихревых нитей в конденсате Бозе–Эйнштейна. Исследованию дви-
жения вихрей в Бозе конденсате, заключенном в гармонической ловушке, посвящены, на-
пример, работы [7, 15, 17]. В работе [14] были исследованы полигональные конфигурации
из двух, трех и четырех вихрей в конденсате Бозе–Эйштейна.
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В данной работе мы рассматриваем томсоновскую конфигурацию в рамках модели вих-
рей в конденсате Бозе–Эйнштейна, заключенного в гармоническую ловушку. Показаны гра-
ницы орбитальной устойчивости томсоновской конфигурации в линейном приближении
в зависимости от количества вихрей. Оказывается, что как и в задачах об устойчивости
такой конфигурации внутри круговой области или на сфере, устойчивой может быть кон-
фигурация, состоящая из не более чем 6-ти вихрей.
§ 1. Уравнения движения
Будем рассматривать движение N взаимодействующих вихрей в конденсате Бозе–
Эйнштейна, заключенном в гармонической ловушке [7,15,17]. Выберем систему координат
с началом в центре гармонической ловушки. Пусть координаты (xk, yk) задают положение
k-ого вихря. Тогда rk — расстояние от центра ловушки до k-ого вихря и rkj — расстояние







(xk − xj)2 + (yk − yj)2.
Движение вихря условно можно разделить на две составляющие: прецессивное движе-
ние и взаимодействие с другими вихрями.
Рассмотрим составляющую, связанную с прецессией. Известно [12], что каждый отдель-
но рассматриваемый k-ый вихрь в гармонической ловушке будет прецессировать вокруг ее


















где RTF — радиус Томаса–Ферми, µ — химический потенциал, ωr и ωz — ограничивающие
радиальная и осевая частоты гармонической ловушки соответственно.
Рассмотрим парное взаимодействие между вихрями. Если расстояние между k-м
и j-м вихрями равно rkj , то два вихря с одинаковым топологическим зарядом Sk вращаются





где m — масса атома вещества. С другой стороны, если вихри противоположного заряда,
они движутся как вихревая пара с линейной скоростью vkj = rkjΦ(rkj).
Согласно [13, 17], просуммировав прецессивную скорость и скорость, обусловленную
взаймодействием вихрей, уравнения движения N вихрей в конденсате Бозе–Эйнштейна
могут быть записаны в виде













где Sk — топологический заряд k-ого вихря (k = 1, . . . , N ), b — безразмерная константа.
Хорошее согласование с экспериментом дает b = 1.35 [12].
З а м е ч а н и е 1. Вихрь представляет собой особую точку, через которую проходит вертикаль-
ная прямая, при обходе вокруг которой фаза волновой функции конденсата меняется на 2πS, где S —
целое число [22]. Таким образом, топологический заряд S характеризует скачок фазы волновой
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функции конденсата. Отметим, что в основном в работах, посвященных исследованию движения
вихрей в конденсате Бозе–Эйнштейна, авторы рассматривают заряд S = ±1.
Используемая в классической модели точечных вихрей интенсивность вихря Γ (циркуляция ско-
рости вокруг вихря) связана с топологическим зарядом соотношением Γ = 2πS h̄m .
Выполним обезразмеривание, при этом в качестве масштаба времени выберем величи-
ну Ω−10 , а в качестве масштаба расстояния — RTF. В результате перейдем к новым безраз-
мерным переменным
xk = x̃kRTF, yk = ỹkRTF, t = t̃Ω
−1
0 .

























Кроме того, здесь и далее для упрощения записи опущен символ ~, а под обозначением ()·
понимается производная по безразмерному времени d/d t̃.
З а м е ч а н и е 2. Уравнения (1.2) отличаются от классических уравнений, описывающих дви-
жение точечных вихрей на плоскости, дополнительным слагаемым. Аналогичное слагаемое появля-
ется в задаче о движении точечных вихрей в круге. Однако в уравнениях движения вихрей в круге
существуют и другие слагаемые, помимо входящих в (1.2). В некотором смысле модель вихрей в кон-
денсате Бозе–Эйнштейна является промежуточной между классической моделью точечных вихрей
в бесконечной области и моделью точечных вихрей в круговой области.





























Уравнения движения (1.2) допускают следующие первые интегралы: интеграл энергии,









Данный интеграл в динамике точечных вихрей называют интегралом момента. Его суще-
ствование является следствием инвариантности относительно вращения вокруг центра гар-
монической ловушки.
В данной работе мы будем полагать, что все вихри имеют одинаковый топологический
заряд Sk = S, k = 1, . . . , N . Более того, с помощью замены времени t → S−1t′ уравне-
ния (1.2) сводятся к уравнениям движения вихрей с единичным топологическим зарядом.
Поэтому не умаляя общности будем считать что S = 1.
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§ 2. Томсоновские конфигурации вихрей
В классических задачах о движении точечных вихрей на плоскости и в круговой обла-
сти существуют стационарные решения — томсоновские конфигурации. Эти конфигурации
представляют собой правильные N -угольники, которые вращаются с постоянной угловой
скорость ω вокруг своего центра. Подобные конфигурации вихрей могут быть рассмотрены
и в конденсате Бозе–Эйнштейна, находящегося в гармонической ловушке.
§ 2.1. Частные решения
Рассмотрим частные решения задачи о движении N одинаковых вихрей в конденсате
Бозе–Эйнштейна, при которых вихри все время движения находятся в вершинах правиль-
ного N -угольника. Такие конфигурации в динамике классических точечных вихрей называ-
ются томсоновскими. Анализу устойчивости данных конфигурации в разных постановках
посвящено множество работ, например [1, 2, 6, 19].










, zk = xk + iyk. (2.1)
Положение вихрей в вершинах вращающегося правильного N -угольника задается следую-
щим выражением







, k = 1, . . . , N, (2.2)
где ω — скорость вращения вокруг центра гармонической ловушки. Подставив выраже-
ния (2.2) в уравнения движения (2.1), получим зависимость угловой скорости ω от радиуса
конфигурации R и количества вихрей N (такое же выражение получено в работе [14])
ω =
2R2 + c(N − 1)(1−R2)
2R2(1−R2) . (2.3)
Таким образом, решения (2.2) с учетом угловой скорости (2.3) являются стационарными
решениями системы (2.1).
Перейдем в подвижную систему координат, жестко связанную с томсоновской конфигу-




Уравнения (2.1) в подвижной системе координат примут вид









здесь и далее для удобства будем опускать символ ̂. Для полученной системы томсонов-











, k = 1, . . . , N. (2.5)
Далее исследуем устойчивость этого положения равновесия.
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§ 2.2. Линейная устойчивость
Выполним анализ устойчивости конфигурации (2.5) в линейном приближении. Под
устойчивостью томсоновских конфигураций будем понимать устойчивость по Раусу, со-
гласно которой конфигурация является устойчивой, если устойчива соответствующая ей
неподвижная точка приведенной системы после исключения циклической переменной, от-
вечающей интегралу момента (1.4).
Обозначим через ηk малое возмущение положений равновесия (ηk ∈ C)
zk = z
0
k(1 + ηk), k = 1, . . . , N. (2.6)
Подставив выражения (2.5) и (2.6) в уравнения (2.4) и разложив по малому параметру ηk,

































Поскольку в уравнениях (2.7) выражения под знаками суммы зависят только от разно-
сти индексов, диагонализуем эти выражения с помощью преобразования Фурье. Для этого















Подставив (2.8) в уравнения (2.7), получим что система в новых переменных распадается
на N независимых пар уравнений
ξ̇n = −iAξn − iBnξN−n, ξ̇N−n = iAξN−n + iBN−nξn, n = 1, . . . , N, (2.9)
где





, Bn = −
R2
(1−R2)2 −
c(n− 1)(N − n− 1)
2R2
. (2.10)
Здесь и далее все индексы рассматриваются с точностью додобавления или вычитания N ,
то есть ξ0 = ξN .
З а м е ч а н и е 3. При выводе системы (2.9) использовалось свойство цикличности по индек-
су выражений стоящих под знаком суммы. То есть суммирование по переменной m заменялось
на суммирование по переменной l = (k −m) mod N.
Собственные числа системы (2.9) могут быть представлены в виде
λ±n = ±
√
BnBN−n − A2. (2.11)
Среди собственных чисел (2.11) всегда существуют два нулевых собственных чис-
ла λ±N = 0. Данные нулевые собственные числа соответствуют интегралу момента (1.4)
и сопряженной ему циклической переменной.
Остальные собственные числа λn, n = 1, . . . , N − 1, определяют орбитальную устой-
чивость томсоновской конфигурации в линейном приближении. Для ее устойчивости необ-
ходимо, чтобы все собственные числа (2.11) при n = 1, . . . , N − 1 были чисто мнимыми.
Условие устойчивости может быть представлено в виде следующих неравенств
P (N)n = BnBN−n − A2 < 0, n = 1, . . . , N − 1. (2.12)
Оказывается справедливо следующее предложение.
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Предложение 1. Томсоновская конфигурация, состоящая из N точечных вихрей в гармо-
нической ловушке в конденсате Бозе–Эйнштейна
(1) орбитально устойчива в линейном приближении





c− 4 , (2.13)





c− 2 ; (2.14)
(2) орбитально неустойчива при N > 7.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Выражения (2.10) симметричны относительно замены индекса
n → N − n, следовательно P (N)N−n = P
(N)
n . Таким образом, для доказательства устойчиво-
сти достаточно рассмотреть [N/2] неравенств (2.12) при n = 1, . . . , [N/2]. Здесь и далее
скобки [·] означают целую часть от деления.




n для всех n = 2, . . . , [N/2].




Рассмотрим далее отдельно два случая.














N/2 < 0 сводится к следующему неравенству:
N2 − 8N + 8 < − 16R
4
c(R2 − 1)2 . (2.15)
Неравенство (2.15) выполняется при N = 2, 6 и выполнении условия (2.13), а также при
N = 4 и выполнении условия (2.14).
Для всех остальных четных N условие P
(N)
N/2 < 0 не выполняется. Следовательно томсо-
новская конфигурация, состоящая из четного числа N > 6 вихрей не устойчива.














(N−1)/2 < 0 сводится к следующему неравенству:
(N − 1)(N − 7) < − 16R
4
c(R2 − 1)2 . (2.16)
Неравенство (2.16) выполняется при N = 3, 5 и выполнении условия (2.14).
Для всех остальных нечетных N условие P
(N)
(N−1)/2 < 0 не выполняется. Следовательно
томсоновская конфигурация, состоящая из нечетного числа N > 5 вихрей, неустойчива.
На рис. 1 приведена плоскость параметров (c, R). На данной плоскости области устойчи-
вости для N = 2, 6 обозначены правой штриховкой, а области устойчивости для N = 3, 4, 5
обозначены левой штриховкой. Заметим, что в области пересечения штриховок конфигура-
ции для N 6 6 устойчивы. 
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Рис. 1. Области устойчивости, задаваемые неравенствами (2.13) и (2.14).
§ 3. Заключение
В данной работе исследована орбитальная устойчивость томсоновской конфигурации
N вихрей в линейном приближении. Показано, что устойчивой может быть конфигурация
из не более чем шести вихрей. Интересно, что границы устойчивости в рассматриваемой
задаче нелинейно зависят от числа вихрей. То есть существуют параметры, при которых
конфигурациях из N = 2 вихрей является неустойчивой, а из N = 3, 4, 5 — устойчивой.
Интересной открытой в данный момент проблемой остается исследование устойчивости
рассмотренных конфигурации в нелинейном приближении.
Авторы выражают признательность Л. Г. Куракину за полезные обсуждения.
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We consider the problem of the stability of rotating regular vortex N -gons (Thomson configurations) in a
Bose-Einstein condensate in a harmonic trap. The dependence of the rotation velocity ω of the Thomson
configuration around the center of the trap is obtained as a function of the number of vortices N and the
radius of the configuration R. The analysis of the stability of motion of such configurations in the linear
approximation is carried out. For N 6 6, regions of orbital stability of configurations in the parameter
space are constructed. It is shown that vortex N -gons for N > 6 are unstable for any parameters of the
system.
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22. Pitaevskĭı L. P. Bose–Einstein condensation in magnetic traps. Introduction to the theory, Physics–
Uspekhi, 1998, vol. 41, no. 6, pp. 569–580. https://doi.org/10.1070/PU1998v041n06ABEH000407
Received 01.10.2020
Kilin Aleksandr Aleksandrovich, Doctor of Physics and Mathematics, Leading Researcher, Ural Mathe-
matical Center, Udmurt State University, ul. Universitetskaya, 1, Izhevsk, 426034, Russia.
E-mail: aka@rcd.ru
Artemova Elizaveta Markovna, Student, Ural Mathematical Center, Udmurt State University, ul. Univer-
sitetskaya, 1, Izhevsk, 426034, Russia.
E-mail: liz-artemova2014@yandex.ru
Citation: A. A. Kilin, E. M. Artemova. Stability of regular vortex polygons in Bose–Einstein condensate,
Izvestiya Instituta Matematiki i Informatiki Udmurtskogo Gosudarstvennogo Universiteta, 2020, vol. 56,
pp. 20–29.
29
